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In continuazione della precedente Memoria sullo stesso argomento, 
passiamo ora a considerare il sistema di due forme ternarie quadratiche. 

1. Serie di quadriche, semplice e di primo grado. Siano le due coppie di 
quadrichc congiunte (U\ a'), (lì’, «") espresso in notazione ombrale da 

, «^«s.+ais.+ois,)* ; 

ponendo 

V—a'V’+à'V' , u = Z'u'+I”«’ , 

alle quadriche V o u , variando o' : <f o £' : S*, apparterranno sempre i 
quattro clementi s comuni ad (IT, V ’) o i quattro elementi S comuni ad 
(u', n"). Diremo che le quadriche Uon costituiscono una serie semplice 
di primo grado; la serie è definita da (IT, IT) o («', u") , ed ogni quadrica 
U o u della serie è determinata dal valore del rapporto a' : a’ o 2' : 2'; 
questo rapporto ha un solo valore allorché si assegna un elemento so S 
che debba appartenere ad U o u. 

Tra le quadriche U o u della sorie ve ne sono tre che si riducono a 
coppie di clementi 5 o s; se o (Q,,Q,,Q,,Q,) sono i quat- 

tro elementi s o S comuni alle quadriche Ho u, lo suddette coppie di 
elementi S o s saranno 



(«,?,. 7 , lò ■(1,1, >9. 1 ,) fj » (0. Q,,Q,Qi), (Q. Q„ fi. Q,) , (fi, fi. .fi.fi.) ; 



f 
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gli elementi s o S comuni ai due elementi S o * in ciascuna di queste 
coppie, e che indicheremo rispettivamento con [x, y, ») o (X, Y, 2), si 
diranno gli clementi doppii s o S della serie delle quadriche U o u. 

I valori di o' : a" o 2' : 2” che determinano le quadriche U u u della 
serie dotata di elemento doppio si otterranno eguagliando a zero il di- 
scriminante A o S di U o u. Indicando con (A', S 1 ), (A’, S") i discrimi- 
nanti di {V, u'), (U", u'} , c ponendo 





sari 

(3) 



4=i'a"+TVV+TVi’ , + 4V‘ , 



c si avranno le relazioni 



•'ti, -t- 2.4;, +2 .. 
i’ = 4'*, rJ,* = A'v', = 



a'=j'*, f’=t'y , 'r'=r^', 4*=r*. 

secondo che si riguardino (u' t u') come le forme congiunte di (U\ U') , 
o viceversa ({/', U’) come le forme congiunte di (u 1 , u*). 

Ponendo (per un elemento s„ o 5^) 

i i d * t- d . d A 

a e=V.^+*e. o ^= s ^+ s ^7s^ S ^dS,- 



o U= t'& U'+ o’o u v , 0 u — !'•/+ I\u' , 



sicché, l’elemento armonico S o * di o rispetto ad U o u essendo 
determinato dall’equazione ©„U=0, o fl^u=0, al variare di o 
2’ '• 2"> gl* elementi armonici o O^u apparterranno sempre all’ele- 
mento s, o S, comune a {Q^U 1 , Q^U') o (6 9 U «’). Gli clementi Q^U 
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o fl^u costituiscono una serie semplice di primo grado corrispondente alla 
serio delle quadriehe Uou: queste serie al variare di o sono tra 
loro equianarmoniche, od il rapporto anarmonico di quattro clementi in 
ciascuna di esse (il quale è formato con i quattro valori del rapporto 
o' : a" o 2* : 2” ohe li determinano) si dirà il rapporto anarmonico delle 
quattro quadriehe corrispondenti U o u. In particolare le quattro serie co- 
stituite dagli dementi S o s congiunti alle quadriehe Uoti nei loro quat- 
tro elementi comuni q o Q sono tra loro equianarmoniche. 

La coppia (»,,, s.) o (S M , S,) è coniugata armonica rispetto a tutte le 
quadriehe U o a della serio, e per determinarla basta conoscere i loro 
quattro elementi comuni q o Q; si diranno («,,,*,) o (S ( , , S.) elementi 
coniugati armonici rispetto alla serie delle quadriehe U o u , o rispetto alla 
quaterna o [Q„ Q„ Q,,Q t ). 

Se o S,. coincide con uno degli elementi doppii ( x , y, s) o (X, V', Z) 
della serie delle quadriehe U o u, essendo per ciascuno di essi 




ognuno di quegli elementi doppii s o S avrà lo stesso elemento armonico 
Sol rispetto ad (U’.U') o (u'.u’J: segue da ciò che gli elementi (x,y,z) 
ed ( X , Y, Z) costituiranno una medesima terna [xyz, XYZ) di elementi 
s ed S coniugala comune rispetto alle quadriehe congiunte [IT, «') ed 
(£/", «’) , c quindi coniugata comune rispetto a tutte le quadriehe Uou 
della serie definita da (W, W) o («', u"). 

Essendo (» f , s.) o (S jt S) una coppia qualunqne appartenente ad S o 
*, gli elementi s, o S. coniugati armonici dei diversi clementi -v o di 
Sor, rispetto alla serie delle quadriehe Uou, apparterranno allaqua- 
drica 

e.Vs ) U’—(i l U'»,D ’ , o oyou’—oy'iu’ , 



alla quale può darsi ancora la forma 





0 [ , V, . V, 




u[ 


(«) V= 


v;, K, u-. 


, 0 V = 


u' , u“ , 




s.,s,, s. 




», 



questa quadrica ò nello stesso tempo costituita dagli clementi i o $ ar- 
monici ili S o s rispetto alle diverse quadriehe Uou della serie. 




— i — 

Alla quadrica V o t> appartengono i tre elementi doppii (x,y,z) o 
(X, Y, Z) della serie, o sia i tre elementi diagonali della quaterna 
(q,,q„ ?•< ?«) 0 (Q.< Q.. O.i Qi)< od inoltre i sei elementi soS armonici 
di S o s rispetto alle coppie degli elementi della medesima quatcrnacom- 
binali a due a due; si dice perciò V o v la quadrica dei nove elementi ri- 
spetto alla quaterna (q„q,,q,,q t ) o (Q l ,Q„Q,,QJ ed all’elemento Sos. 

La coppia *,) o (S?, S,) degli clementi comuni a V ed S o v ed s 
è coniugata armonica rispetto alla serie delle quadriche L'o u, sicché 
le coppie degli clementi comuni ad S o s ed alle diverse quadriche U o 
ii costituiscono un’ involuzione che ha per clementi doppii (s , s,) o 
(S^, S,}; le quadriche della serie si dicono perciò in involuzione. 

Pel modo nel quale si è pervenuto alla quadrica V o v (la quale può 
rappresentare evidentemente una quadrica qualunque) si fa manifesto 
che essa è costituita dagli elementi so S comuni agli clementi corri- 
spondenti S o s di due serie equianarmonichc; adunque una quadrica 
qualunque può considerarsi come costituita da tulli gli elementi s o A’ 
che determinano, con quattro suoi clementi fissi, gruppi di quattro ele- 
menti S o t tra loro equianarmonici. 

Finora si è supposto che gli elementi q o Q comuni alle quadriche 
(V, W) o (n', «*) siano tra loro distinti; se due o tre degli elementi q o 
Q coincidono in un solo, anche due o tre degli elementi Qoq coincide- 
ranno in un solo, e con talo elemento coincideranno due tra, o tutti 
c tre, gli clementi doppii s o S della serie: se poi due tra gli elementi 
q coincidono in m, e gli altri due in n, due tra gli clementi Q coincide- 
ranno in M, e gli altri due in N, o viceversa, sicché saranno (m, 31), 
( n,A T ) coppia di elementi congiunti comuni alle quadricho [U\ 

{IT, «") ; in tal caso gli elementi doppii so S della serie saranno Mi V o 
firn, c tulli gli elementi appartenenti ad nw o MN. 

2. Invarianti del sistema di due quadriche. Imprendiamo le forinole (3) 
del numero precedente 

4 = 4V*-f- Y VV+ T'o V*-*- 4",*’ , 

(t) 

i = #'I' J'I 1 " ; 

i valori di o':o” o 2':2T ohe si ricavano dall’equazione A=0, o 5=0, 
essendo quelli per i quali la quadrica U o u della serie, defluita da 
{IT, V") o («',»'), si decompone in due fattori lineari, quei valori sa- 
ranno indipendenti dalla terna fondamentale alla quale si riferisce il si- 
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«tema; i coefficienti delle formole (I) sono perciò invarianti del sistema 
delle quadriche (V, u'), ( U *, u”). l’or mezzo di questi invarianti si pos- 
sono esprimere tutte quelle relazioni fra le due quadriche, che sono in- 
dipendenti dalla terna fondamentale. 

Indichiamo con (U g , U,, U,) o (u x , u r , »*} le quadriche U o u della 
serie, che hanno l’elemento doppio (a;, y , s) o (.Y, V, Z) , ed essendo 
(»,,,»,) o una coppia qualunque coniugata rispetto alla serie , 

siano rispettivamente (S fl S,, 5,, S\ S ') o (». t , ir, **, *”) gli de- 

menti armonici di s,, o rispetto alle quadriche ((/,, U ,, V,, IT, V) o 
(u.t, M r , «z, u\ u”), i quali clementi appartengono evidentemente ad s, 
o S r . Le radici a' ; o” o v' : v» doll’cquazione A=0, o 3=0 saranno i 
rapporti 

p.S.S’ p.S,S • Pjjj.fP P>,*’ P»z*’ 

p.S.S'’ p.SjS' ’ p.S.S' ’ 0 P.iji' ’ P.Sft' ' P.igt' ' 

Le proprietà delle Torme binarie cubiche*), applicate allo formo A, 
S, conducono a stabilire il significalo dcll’annullarsi degl’invarianti nel 
sistema di due forme ternarie quadratiche, nel modo seguente. 

L’elemento armonico di 1° ordine di S' o S ’ rispetto alla terna 
(S,, S r , SJ essendo determinato da 

3AV4-rv=o , o , 

esso coinciderà con S’ o S' secondo che si ha la condizione 

(2) +’=0 , o r= 0 . 

Similmente I’ elemento armonico di I” ordine di >' o s' rispetto alla 
terna (**, t r , s t ) essendo determinato da 

s"=0 , o 3<t'z'-t-+'x'=0 , 
esso coinciderà con s" o >' secondo clic si ha la condizione 
(2) 4-*=0, o 4-'=0. 

Le due relazioni +'=0, 4- , =0, o pure + '=0, 4.'=0, sono t’una 
conseguenza dell’altra. 

') Sola tulli formi binarli di 3° grado. Rendiconta ilclrAcijJemia ISSI. 
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I due clementi armonici di 2° ordine di S' o S ’ rispetto alla terna 
(S,, S,, SJ essendo determinati da 

3à'o"+2'»’o'o'+'r'ii'’=0 , o 3A'o**+*T'«V+’r'V*=0, 

se essi coincidono tra loro (e quindi con 1* elemento armonico di 1“ or- 
dine di S' o S" rispetto alla medesima terna) si avrà la condizione 

(3) T**— 3A'T' = 0, o ’f'*— 3 a"t'=0 ; 

in tal caso S' o S’ determina con la terna (S,, S,, S.) un gruppo eqiiia- 
nannonico. Se poi la prima coppia di elementi armonici di 2° ordine ò 
coniugata armonica con la seconda si avrà la relazione 

(41 9A'A'=0 ; 

questa equazione esprime ancora la condizione affinchè gli elementi ar- 
monici di 1° ordine di S' ed S' rispetto alla terna (S„, S r , S.) siano tra 
loro coincidenti, o in altri termini affinchè S' ed S ' siano gli clementi ar- 
monici di 2° ordine di uno stesso elemento rispetto alla medesima terna. 

Similmente i due elementi armonici di 2° ordine di t' o s" rispetto alla 
terna (**, s r , t z ) essendo determinati da 

3t'i”+ìyi , v+yxr’z=o , o 3f*r* + 2j,'i«i'4-+*i , *=0 , 

se essi coincidono tra loro (e quindi con l’elemento armonico di 1° or- 
dine di t' o s" rispetto alla medesima terna) si avrà la condizione 

(3) y'—3t'y=z0, o +'*_34T=0; 

in tal caso s' o s' determina con la terna (z T , * r , s*) un gruppo equianar- 
vionico. Se poi la prima coppia di elementi armonici di 2° ordine è con- 
iugala armonica con la seconda si avrà la relazione 

(4) 4.' 4.'— 9è'5'=0 ; 

questa equazione esprime ancora la condizione affinchè gli elementi ar- 
monici di 1° ordine di z’ ed *' rispetto alla terna (t.x, *r> **) siano tra 
loro coincidenti, o in altri termini affinchè s' ed s" siano gli elementi ar- 
monici di 2° ordine di uno stesso elemento rispetto alla medesima terna. 
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Nei due sistemi di relazioni (3), la 1* o la 2* relazione di un sistema 
ha per conseguenza la 2* o la 1* relazione dell’altro sistema; lo due equa- 
zioni (4) sono poi l’una conseguenza dell’altra. 

Se l’elemento armonico di 1“ ordine di S' o S w rispetto alla terna 
(S. , S,, S.) coincide con un elemento della stessa terna si avrà 

(5) 2***— 94't't'h-214'’4'=0 , o 2t”— 9i"t"T'+27a' , i’=0 ; 

allora S' o S ’ determina con la terna S,, S.) un gruppo armonico. 
Se poi 1’ elemento armonico di 1” ordine di S' o S " rispetto alla terna 
(S,, S z , S ,} coincide con uno degli. clementi armonici di 2" ordine di S’ 
o S' rispetto alla medesima terna sarà 

(6) T' 1 — 6A'T*'T'-4-27A'*A' = 0 , O 6A"T'T'-f-27i' , 4'=0 . 

Similmente se l'elemento armonico di 1° ordine di t' o i" rispetto alla 
terna (**, s f -, s z ) coincide con un elemento della stessa terna si avrà 

(5) 2-r’-9iTf+27J'V'=0 . « 2*' 1 — #**'#V+*7#'V'=0 ; 

allora s' o s" determina con la terna (s Jt t r , s z ) un gruppo armonico. So 
poi 1’ elemento armonico di 1° ordine di s' o s* rispetto alla terna 
(tx, t r , t z ) coincide con uno degli elementi armonici di 2° ordino di s" 
o s' rispetto alla medesima terna sarà 

(6) f*’— 64 , r+'-l-274'*4*=0 , o 6#'^T+27<r*J'=0 . 

Nei duo sistemi di relazioni (5) o (6) la 1* o la 2 S relazione di un si- 
stema ha per conseguenza la 2* o la 1* relazione dell'altro sistema. 

Finalmente se le coppie degli elementi armonici di 2° ordine di 5' ed 
S’ o »' ed a" rispetto ad (S,, S r , S t ) o (*. t , > r , t z ) hanno un elemento di 
comune sarà 

pr'T’— 9 a'a’)*— 3 a't *)(*»•— 34'T') = 0 , 
(;T-9<rr) , _4p/*_3#T)(+' , -3J’-n==o, 

o sia 

27 W*-t- y' V*— 1 8 i'A'T'l'* = 0 , 

(7) 

ìir’r‘ — ^'T*— W'i'Tf =0 , 

vale a dire si annulleranno i discriminanti di A e S. 
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Tra le quadriche U o u della serie, definita da (IT, V’) o («', u"), ve 
ne sono due , per ciascuna delle quali l’elemento armonico S o s di o 
S M determina con la terna ( S . , S , , S.) o (t, x , i», **} un gruppo cquianar- 
monico, e che si diranno le quadriche equianarmoniche della serie; i va- 
lori di a' : a" o 2' : 2" corrispondenti a tali quadriche saranno dati dal- 
l’ annullarsi dell’ llcssiano di A o 3, cioè dall’ una o l’altra delle equa- 
zioni 

(v’— 3 a'y ') 3'*+ (y'y"— 9 a' A') *'*’+ fr'*— 3 i'T*) >** = 0 , 

(8) 

Tra le quadriche U o ti della scric ve ne sono poi tre, per ciascuna 
delle quali 1’ elemento armonico S o s di o determina con la terna 
(S, , S,, S,) o (s*, «r, s*) un gruppo armonico, e che si diranno le qua- 
driche armoniche della serie ; i valori di a' : a" o 2' : 2" corrispondenti a 
tali quadriche saranno dati dall’annullarsi del covariante cubico di A o 
3, cioè dall' una o l’altra delle equazioni 

(2 y*’— 9 a't'y*+ 21 4'’a')o'’+ 3(y”y'— 6 a’y'*+ 9 a'a'y') A V 
— 3 (Y’’Y*— GA't ■"+ OA’A'Y') (■'»**— {2Y' 1 — 9A"Y”Y'-t-21A' , A') j" =0 , 

( 9 ) 

(2 f — 9 3'YV+ 21 t”r) l' , + 3{y'”'/— 68 T Vfl 8'8*$*) I'*I* 
_3(+'V— (2*'* — 9r+'+'+218* , #')s‘”=0 . 

Indicando con 12/, 12» i primi membri delle equazioni (8), e con 
512/, 512) i primi membri delle equazioni (9), saranno /, Jo i,j gl’in- 
varianti fondamentali della forma biquadratica*) rappresentata dal grup- 
po di quattro clementi (S,, S,, 8., S ) o (*. v , « r , »/,*), sicché dinotando 
con tc o VV la somma di due qualunque rapporti anarmonici reciproci di 
tal gruppo, per determinare i suoi diversi rapporti anarmonici si avrà 
F una o l'altra delle equazioni 

(“ -t-2)(w — | )'= 0 , 

(»°) 

l W-1) ’ - 2^° V+, >( W- t) ,= 0’ 

La coppia (*,»,«,) o (S h ,S,) coniugata armonica rispetto alla serie 



') Nota fatte forme binarie di 4° grado. Rendiconto doli* Accademia 1604- 
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delie qualifiche Cloni arbitraria, e se le relazioni precedenti sono sta- 
bilite per una di tali coppie, varranno ancora per tutte le altre. In par- 
ticolare si pub supporre cho (s,,, » r ) o (S^,S,) coincidano tra loro, e 
quindi con uno qualunque dei quattro elementi q o Q comuni alle qua- 
drichc (U, W) o (»', u'); allora gli elementi (S, , S r , S,) o (j*, « r , s t ) 
diverranno ( qx , qy,qz) o (QJf, QY, QZj, e gli elementi (S\ S’) o (*',s”) 
saranno gli elementi congiunti ad (W, V) o («', u*) in q o Q: segue da 
ciò che, indicando con t o S un elemento qualunque della quadrica U 
o u, l’equazione (10) servirà per determinare i diversi rapporti anarmo- 
nici del gruppo costituito dai quattro elementi ( sq , , sq,, sq, , sq,) o 
( SQ„ SQ„ SQ , , SQ,). 

Un'altra interpretazione dell'annullarsi degl’invarianti simultanei SP e 
4- del sistema di due quadricho si ottiene con le considerazioni seguenti. 

Siano ({/, «), (V, v) due coppie di quadrichc congiunto , espresse in 
notazione ombrale da 

, v=(*,S,-ho,S,-ha,S,)' , 

, v=(4,$ 1 -t-6.S.+ 4.S,)* , 

e consideriamo gl’invarianti SP e + del sistema rispettivamente di i°grado 
nei coefficienti di Ver; sarà 





A„ , 


1 ^li » ^1* * 




: 


► fl |* » fl fl * ^1 


T = 


^■1 ! 
^Jl 1 


• » D n 

' ^ii » 


. -+= 


0 .. - 
a »x 1 


1 0.1 . o„ , 4, 
' , 4, 




B, 


. K . B, , 0 




K : 


.4. , 4, , 0 



gli elementi delle ultime linee orizzontali e verticali di questi determi- 
nanti essendo le ombre delle quantità D,., b lf . 

So la quadrica V o v si riduce ad una coppia di elementi (S,,, S,) o 
(V,*,),gli elementi dell’ultima linea orizzontale e dell'ultima linea ver- 
ticale del determinante f o 4 diverranno le coordinate di (S^, S,) o 
(i,, «,), e l'annullarsi di i” o 4- esprimerà la condizione affinchè la cop- 
pia [S^,S,) o (s M , s,) sia coniugata armonica rispetto alla quadrica u o U. 
Ciò posto, sia (F,, V,. ..V,) o un gruppo di quadrichc rap- 

presentate da coppie di elementi (S^,S,) o («*,*,) coniugate armoniche 

i 
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rispetto ad u o U, e siano {X,,X,...XJ, (A,,A....A,)coefficienti arbi 
trarii; ponendo 

(H) o »=a,v,4- , 

sarà evidentemente (U,V) o (u, s) un sistema di quadriebe pel quale 
+=0, o 4-=0. 

Variando i coefficienti X o A le quadriebo Vo v costituiranno una fe- 
rii (r — 1 f' di primo grado ; ogni quadrica Vo t della serie si dirà armo- 
nica rispetto ad « o U. Più generalmente se { V', , V. . . . V,) o 
è un gruppo di quadriclic armoniche rispetto ad n o U, ogni quadrica V 
o v della serie (11), cosi generalizzata, sarà anche armonica rispetto ad 
u o £/. Conoscendo una quadrica V o v armonica rispetto ad u o £7, ed 
appartenente alla serie (r— a)''" definita dal gruppo ( V,, V.. . . K_.) o 
(•«,*»■•• *V-0 1 ogni quadrica V o v appartenente alla serie semplico de- 
finita dalla quadrica proposta unita a V, o r, sarà una quadrica armonica 
rispetto adiiof/, appartenente alla serie (r— ìy 1 " definita dal gruppo 
(V,, V,... V,) o (e,, partendo dalla serie semplice delle qua- 

siché armoniche rispetto ad uoU, si determinerà quindi facilmente una 
quadrica armonica rispetto ad so U, appartenente ad una serie multipla 
qualunque. 

Ritornando ora al sistema delle quadrichc congiunte ( V , u'), (IT, u*), 
si vedrà per le cose dette che se o i' l =0, c per conseguenza 

anche =0 , o 1°, potranno appartenere ad IT o IT quaterne 

di clementi (f, J 4 ) tali che le coppie degli clementi (?,?, 

9i?ì)> (?.?,, I.h) siano coniugate armoniche rispetto ad u' o u", 
e per conseguenza potranno appartenere ad u'o u’ quaterne di clementi 
(0,. Q..Q..0J tali che le coppie degli elementi (Q.0,,0,0.), (0,Q„0.0J. 
(0.0„0,0 4 ) siano coniugale armoniche rispetto ad IT olT; 2°, potran- 
no appartenere ad W o U' terne di clementi [x, g, s) coniugate rispetto 
ad ii 1 o u", c per conseguenza potranno appartenere ad »' o »' terne di 
clementi (X, Y, Z) coniugate rispetto ad IT o U'. 

Per rendere più agevole l'interpretazione degl’invarianti, e la ricerca 
delle condizioni invariantive, si può disporre arbitrariamente della terna 
londamentale alla quale si riferisce il sistema. Per darne qualche esem- 
pio, considerando primieramente il sistema delle due quadriche (V, IT), 
sia (*’, y',z') o z") una terna qualunque appartenente ad W o U’, 

e sia (X , Y', Z 1 } o (X", K", Z’) la sua terna coniugata armonica rispetto 
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ad V o U'-, è noto che i tre elementi S determinati dalle coppie (a;', FA'), 
(y\ ZX) , (*', AT), o (x'.rr), (y\ZX), (s',yr) hanno uno 
stesso elemento s' o s’ di comune; ora prendendo (x’.y'.a') o ( x’,y",s *) 
per terna fondamentale si vedrà che l’annullarsi dell'invariante f'o + 
del sistema delle due quadriche [V, V ") esprime la condizione affinchè 
l’elemento s' o f appartenga alla quadrica V u U". Similmente, consi- 
derando il sistema delle due quadriche (u',u*), sia (X,Y,Z r ) o {X 
una terna qualunque appartenente ad u' o u", e sia (x'.y',*') o [x",y",x") 
la sua terna coniugata armonica rispetto ad u' o u'; è noto che i tro 
elementi s determinati dalle coppie (X, y'i') , (V, x'x') , (Z',x'y'), o 
( X", y"x"), (F, s'x”), (Z", x"y") hanno uno stesso elemento 5' o S* di 
comune; ora prendendo (A'',}'', Z') o (A*, F\ Z') per terna fondamen- 
tale si vedrà che l’annullarsi dell’invariante 4-' o 4* del sistema delle 
due quadriche (u', a") esprime la condizione affinché l'elemento S' o S* 
appartenga alla quadrica u' o u". Si ottiene in tal modo un altro signi- 
ficato dcll’annullarsi simultaneo degl’invarianti ('#■', 4") o {'fr', 4') del 
sistema delle quadriche congiunte (£/\ u'), ({/",«’); in particolare si 
possono prendere per le terne appartenenti alle quadriche proposte 
quelle formate con tre qualunque dei quattro elementi qoQ comuni ad 
(V, V) o « u'). 

Consideriamo in secondo luogo tre quadriche flou della serie defi- 
nita da (II', U") o («', u'), ed i valori del rapporto a'-.o" o 2':2' che le 
determinano siano le radici dell’ equazione 

CV’+fVV+F'aV’+flv^O , 
o 

d'V'+r l'T-i -f . 



Sia (a;, y, a) o pure (X, Y, Z) una terna appartenente ad U, n IT, o 
pure t*' o e tale che gli clementi (ys, sx, xy) o pure (YZ,ZX, AK) 
appartengano rispettivamente alle diverse quadriche congiunte delle tre 
quadriche flou della serio; prendendo [ x , y, i) o (A, Y, Z) per terna 
fondamentale, e formando gl’invarianti del sistema (U’,W) o («', u.") si 
troverà facilmente tra essi l’una o l'altra delle relazioni 



(1?) 
o pure 
( 12 ) 



(TO' — F'A')* — i{A"D‘ — D’i')(V/)' ~FA')=0 . 
(t’O" — F’ a’)' — 4 (a’D* — F' a')=o , 

(fd- - [ 0 , 

(Yi'—n T—W i ’—d-i-)(yd-—f’r) . 
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Se le tre quadriche U o 
u" o u', ai avrà 

Y'*— 4A'Y" 



(13) o puro 



+••— 44 *+' 



u della serie coincidono con 

=0, o y**— 4 ay'= 0 , 

=0, o 44'+' =0 . 



W o V, o puro 



In questi due sistemi di relazioni (13), la 1* o la 2“ relazione di un si- 
stema ha per conseguenza la 2* o la 1* relazione dell'altro sistema. 

Se la terna [x,y,z) o (X, Y,Z) in vece di appartenere ad U 1 o LT , o 
pure ti'ou", appartenesse ad una quadrica qualunque a 'U'-ho'lT , o 
vv_t_vV della serie definita da (IT, V) o (u’.u’), si avrebbero in luogo 
delle relazioni (12) le altre 

{ (a 'F'— Oy')j'*+ (a ’Dr— Ds’-h rf-fY) iV-h (TO’— F" a*) <** j * 

— 4 { (a Dr— Da-),"+(t'/)’- rA>V+ (VA' — F'a”) j 

{ (A'p— 0’Y*) o'*+ (A'F' — D'Y') .V+ (A'D"— fl'A’) r'* j =0 , 

(14) ' 

{ (*'/• — (j'd'-d'**-*- rr—m *'*'+ } * 

_ 4 [ i’f ) rn r *+ (*'<'— r **)*•’ I 

{(J'f-d'{,*)s'*-4-(#T — d'+')l'l*+(4'i*— d'J')s'*j =0 . 

Per mezzo delle equazioni (12) si potrebbero di mano in mano trovare 
le condizioni affinchè essendo dato un numero qualunque (3,4...r)di 
quadriche U o « della serio definita da (V, U"), o (it 1 , ti"), possa appar- 
tenere ad IP o U', o puro u' o un gruppo di clementi (*,, *,...*,), o 

pure (S,, S,...S,), tale che gli elementi (*,*,,*,*, o 

pure ( S,S,,S,S , S_,S,,S,S,) appartengano rispettivamente alle di- 

verse quadriche congiunte delle r quadriche fio» della serio. 

3. Covarianti t controvarianti di 2’ grado del tiitema di due quadriche. 
Essendo 

U=°’V'+i>"U' , o u = zV-t-i*u'\ 



una quadrica qualunque della serie definita da (U, U ’) o («’, u"), indi- 
chiamo con (u) o (U) la forma cougiunta di U o «. Riguardando (»’,»’) 
come le forme congiunte di (£/", IT), o (V, W) come le forme congiunto 
di («', u”), e ponendo 

u' =(d;,A;,+^; j .4:.-2d; 1 A:,)s;+...+2(4; 1 A;,+,i;,A; ,-a; 1 a;,-4; j /i; 1 )5.5,+... 

(i) 

vv=W. or„+4,*i, -So;, )< «;. +«;, ar„ )».*, -e... 

verrà 

(u) = u' «*+«” 0**, o (D) = tf'X'•-^-lVI'I*-^-l/*Z* , . 
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Variando o' : «* o 2’ : 2' le quadriche (u) o (U) costituiscono una se- 
rie semplice di 9? grado, definita da (»', ic.tt") o (IT,W, IT); ogni qua- 
lirica (u) o (U) della serie è determinata dal valore del rapporto o':<To 
2)’: 2"- Questo rapporto ha due valori, determinati dall’equazione (k)=- 0, 
o ({/) = 0 , allorché si assegna un elemento S o s che debba appartenere 
ad (tt) o {li} ; vi sono adunque duo quadriche (u) o (U) della serie che 
verificano la data condizione; se a queste due quadriche l’elemento S o j 
è congiunto in (*,, , *,) o (S H , S,), queste coppie di elementi saranno con- 
iugale armoniche rispetto alla serie delle quadriche U o u. 

Se l’una o l’altra delle equazioni (u)=0, (U }= 0 ha le radici eguali, 
onde la condizione 

(2) ir’— 4u'u'=0, o \V’—tV'tr=0, 

l’elemento S o s apparterrà ad uno dei quattro elementi q o Q comuni 
ad (£!', IT) o (u\ a"), sicché l’ equazioni (2) dinotano rispettivamente 
quelle quaterne di elementi. 

Risulta dalla forma delle equazioni (2) clic le due quaterne di elementi 
5 o », congiunti rispettivamente ad U‘ ed V, o u' ed i<", nei loro quat- 
tro elementi comuni q o Q, appartengono alla quadrica io o IV; questa 
quadrica io o W è il contravariante fondamentale del sistema ((/', IT) o 
(«', O, e ciò che vale lo stesso é il covariante fondamentale del sistema 
{»',«') o (IT, IT). Tutte le quadriche che hanno con quelle del sistema una 
relazione indipendente dalla terna fondamentale, vale a diro tutti i cova- 
rianti o contravarianti del sistema, potranno esprimersi con (IT, U", H r ) 
o (»', »*, u>) e con gl'invarianti (A 1 , A", +*) o (S 1 , S~, 4.'). 

Nella ricerca dei covarianti 0 contravarianti del sistema si disporrà 
convenientemente della terna fondamentale, in modo da rendere il cal- 
colo più semplice, essendo poi agevole passare dalle forinole ottenuto 
(per il loro carattere invariantivo) alle forinole generali corrispondenti 
ad una terna fondamentale qualunque. In tal modo si rende anche più 
facile l’interpretazione dei covarianti 0 controvarianti ; cosi p. e. rela- 
tivamente a 1 c 0 W, se si prende un elemento $ 0 1 appartenente amo 
VV per uno degli elementi della terna fondamentale, ponendo 5, =S.=0, 

0 n,=s.=0, si avrà la condizione 

2.1,, X,, — 0 , 0 Su,,®,,— 0 , 

la quale esprime che le coppie degli elementi che 5 0 * ha di comune 




— li- 
cori [V, U’) o («',«') sono coniugate armoniche tra loro; questa pro- 
prietà invarianliva è adunque quella che caratterizza gli elementi appar- 
tenenti a u> o IV. 

Riferiamo le due quadriche congiunte (IT, «'), (U", »') alla loro terna 
coniugala comune, costituita dagli elementi doppii (xyz,XYZ) della 
serie definita da (li', U") o (»', u'). Si otterranno facilmente per questa 
terna fondamentale, e quindi per una terna fondamentale qualunque, le 
espressioni dei seguenti covarianti o contravarianti del sistema. 

Gli elementi (s, S) armonici dei diversi elementi (S, i) di (»', lì') ri- 
spetto ad (u", V), o di (u", IT) rispetto ad (*', lì') apparterranno alle 
quadriche congiunte (F, v‘) o (F, v ’) espresse da 

(3) V'=Y'0*— IV, «'={*■!’—• ; o V='t'U , —W, *'=+’«'— w ; 

queste si diranno le qundriche armoniche congiunte di (u 1 , IT), o (»', li*), 
rispetto ad («', IT), o («', IT). 

In forma di determinanti sarà ancora 



Ai t a A» a A* » 






A , , A» a , At t , U1 




«i, . «1. . «M . «I 


At t » » A j , 




B lj » fl », » fl »| » M * 


v, , ir. , os . o 




o 


a:,, a:., a’„, £ 7 ; 




®ij » ®n » ®u > 


Ai* * A» , A ti , U t 




, <. , , u; 


Ai » A* , A» i U s 




«*, . . «t, . «; 


ir. , ir. , u: ,o 




«; . w. , »; , 0 



Indicando con (\V) o («>) la quadrica congiunta di «c o W, si avrà 
( VV) = rO'— W-i- v't/'=T'£7'-(- V' = r’IT-h V* , 

{«/) =#V — ut +f«’ = {V+»' ='P'u' . 

I gruppi di tre quadriche 

(F.F.IVJ, (17', V', IV), {£?', V'.(VV)) , |17', V" , (VV) J , 
{«',*’, tv ) , {«' , »' , (iv) j , {«*,»", (te) ) . 
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sono tali che in ciascuno di essi le tre quadriche hanno una stossa qua- 
terna di elementi t o S comuni; alle quadriche poi 

TU'—'r'f.'r'U'+r’U’, o f»'+fv, 

appartengono rispettivamente le due quaterne di elementi comuni ad 
(17', U") e (V, V"), (U\ V”) e { XV, (IV)} , o (a', u") e (e', v"), («', u") e 

}»,(«>)}. 

Esprimendo cho le forme (3) sono congiunte tra loro, se s’indicano 
con [ve', te") o (W, XV") i contravarianti fondamentali dei sistemi (IP, \V] 
(£7", \V) o (u' f te), («", te) , si troverà, per l’ equazioni (4), 

(5) itr'=T'u'+a'u' , «r=v"B*+4"tt’ -, o w=ro’+t'ir , \v=rir+fir . 

Sia ora la quadrica 



r=*’U'-heW+SU’ , o 7 =iV+iiu-t-r«' , 

un covariante quadratico qualunque del sistema (W, U") o («', n"); in- 
dicando con (y) o (F) la quadrica congiunta di T o y, si troverà 

+(»V — a* A A"j w 

(6) o 

(r) =(!'*+ Viy+ rs**+ zV'l') 17' 

+(z'z'— zV'i”) \V 

Ponendo 

Z' = »'*-4-o , 3T'-ha”34'-)-» , 4'T' , 

!=aV — a'4'4" , 
r = »'*-Ho’ , 3T'-+-5'!>4'+3*4'r' , 
a =i ,l i'+l' , lY+lV , f'+ a*’ 4” 

0 ) + 3 3'*34’T'-H»3 V (▼'¥*+ 34'4”) +3 »**»4*Y* 

+ tV4'(Y' , + 4'V') + 3’4'4'(Y' , r'— 4'4”)^-3''3’4*('r'*^-4'T , ) 
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o 

— z'4'i" , 

«"=i"*h-x"i+"+i w - t - Wf ’ , 

« = v ‘ r + i'*x"+"- 4 -i'i"’+'+i"'ì" 

(7) + s z”lf '| '+ II'I" (-f '}"+ i''*U"+" 

-+- (y‘+r ’) (+'+"— ì'ì") -t-2"xV” (*"•-+- i’r). 

sarà 

Z'Z" — I* = Qj , 

0 

o'V-f = , 

oV'— »’ = QI , 

— Mi" , 

L'espressione £1 o ® è il discriminante di T o y, sicché gl'invarianti 
simultanei dei sistemi (W t \V), (U",W), o (u 1 , te), (u", te) saranno 

2a'T', A'(V'’_|-A"T") ; ì\"v" , A”(T'”-t- A'T') , 

0 

H'V , »' (f *+*"+") ; 2#"+'' , f'W’+t'V) . 

od il discriminante di W o te sarà 

A'A"(T'r'— a'a") o . 



Ponendo le condizioni 



r"r”— a'a" =o , e yy—t'i"= o, 

l’ una delle quali i conseguenza dell’altra , le quadriche W e te si ridur- 
ranno rispettivamente a coppie di elementi S ed *. 

Per le formole (12) del numero precedente si vodrà che supponendo 
la terna (x, y,z)o (X, V, Z] appartenente ad U o 11", o pure u' o u'^e 
tale che gli elementi (xs,yi) o ( XZ , YZj appartengano alla quadrica con- 
giunta tt" o u' di U" o V, o pure alla quadrica congiunta U" o U' di u" 
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o u\ l’elemento xij o AY apparterrà alla quadrica congiunta di 

(t'*— àa'T'JU'+ài'a't/' , o fi"*— 

(8) o pure 

(f*— 4JT)u'-t-44M'V , o (J/*— , 
vale a dire, per le formole (C), alla quadrica 

(i'*— 4 r i ’)* u' +4 y\" (v'*— 4 i’V) uh- r. a'* a'” u* , 

(9) o 

0» **— 4 A'T )’ «*+ 4 A'A'(*"’_4A , T' ) w 4- 1 6 A”A’* u' , 

o pure 

(■>’*— 4 ry)'V’-i- 4 #'#* (*'* - 4 4'fl 1V+ 16 W tr , 

(9) o 

4 4 4<ty ) \v-t- ìerv'* t/' . 

Consideriamo il sistema delle due quadriclic 

m'U'+m’U’ , n'C+a'V , o àfV-t-lTi*’ , .Vu'-t-.Vu’ ; 

gl’invarianti simultanei , ed il controvariante fondamentale del sis tei. 
saranno espressi rispettivamente da 

(t ) 

3AV’m' (-V"»'(2m'n'4-n'm")-(-T'n''(2n'm"+m'ir)4-3A“ii''’m* , 

(11) 2m'n'u'4-(m'»'+n'm")w 4 - 2 tiTnV , 

0 

3-t';l/ ’A''-+-f"Jf ’iìV'à/ i Sl'.T) 4-)'.l/'(2.)/',V J +A''jr)+-3r.W”.V’ , 

(10) 

3'?'A"’,W'-t--)’ i V (2.t/'A'* r A".)/’) h;’A’”(2.V'J/’-t-i/'A')-(-3J'.Y *àr , 

(11) ÌSI'N'U'+WN'+N'M') W+ìM U’V , 

quindi, per le forinole (4) e (G), il covariante fondamentale del sistema 
si troverà espresso da 

{ 2m'n' (m'iiY' -+ m a' A’) 4-(m'ir-f-n'm )(mV V'+m'B'A’) | U' 

■+■ (m'n” — « 'm ")* IV 

4- [ 5m"ir(m'n'T”+m' , «"A ) -t-(m'n'' 4 -»'in , 'j(m'n’S''-+-m'n' A') ì £/’ , 

(«) 0 

[ 2 Ji,V' (.ir a’*->'- 4 WiV »•■) -h(M'.y+A'i/ r n)r\' y-hii'U’*') j »' 

+ (.t/'.V— A"Jf)'“ 

AT^+àf'fV'#’)4-(rfV'-t-fV'lf’)(M - iV'Y-t-àf'àf'J')j«*. 
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Sc m':m" ed n':n", o cd N'-.N", sono i due valori di o':o" o 

v';2'' traiti dall’equazione (8) del numero precedenlc, si potrà supporre 

m V = Y" — 3^"?” ■ «V+i’n'sW»'- TT*. m’n* =V*— 3YV’ , 
l/'JV'=+'*-3rt' , M’.X’-hN'}r=9M*—W , 3JT ; 

con ciò le formole (10) si annulleranno identicamente, e le quadriche 
(1 1) o (12) diverranno 

2(1"*— 3 V'v*)»' + (9 Va’— v'r ") w + 2(t"*— 3a'v') u’ , 

(13) 

2 (r‘- 3 ry)U ’+ (9 ì’ì’ - yy jtv+2 (/■— 3 ry ) ir , 
pr'V*— . ia't* , h-18V4*t't*— 2'A'*a"')iT'l/'— ZW+riT). 

(il) 

y/’y’-wy’ -it"}’’+wryy’-ìV' , t’ , W u '-Z« +¥»’) ■ 

La 1“ 0 la 2* delle quadriche (13) ha per quadrica congiunta la 1* o la 
2* dello quadriche (14), come è facile vedere per le formole (0); a questa 
quadrica appartengono evidentemente lo due quaterne di elementi So» 
congiunti alle due quadriche cquianarmonichc della serie definita da 
(U, W) o («', u”) nei loro quattro elementi comuni q o 0; riferendo la 
delta quadrica alla terna (.rtjz, Al'/) degli elementi doppii della serie, 
si vedrà che ad essa appartengono ancora le tre coppie di clementi Sua 
coniugate armoniche rispettivamente rispetto alle coppie 

(?.?.• (?,?..¥.?,). (£.-Y); (9. (A, 1) ■ 

(0.0,. Q.Q, ).(».*); (0,0,. 0,0, ).(=,*); (0,0., 0,0,). (*.») ; 

tale quadrica si dice perciò la quadrica dei quali ardici elementi S osnspMo 
alla quaterna degli elementi q o Q. 

Se ( li', L'"j sono le due quadriche equianarmoniche della serie da esso 
definita, le loro quadriche congiunte («', «") saranno anche le due qua- 
driche equianarmoniche della serio da esse definita, e viceversa: per que- 
sto sistema di quadriche congiunte (IP, n') (0*, «') si hanno le notevoli 
proprietà; 1“ si annullano insieme gl’invarianti simultanei 4'’, 4'"4-’, 4' 
del sistema , e quindi si verificano insieme le proprietà corrispondenti a 
queste condizioni, c precedentemente stabilite; 2° il covariante fonda- 
mentale cd il conlravariante fondamentale del sistema sono due quadri- 
elio congiunte (IV, u>) ; 3° le quadriche armoniche congiunte (V, v') c 
( V, r") di («', Ù’) rispetto ad (»»*, U") e di (#', W) rispetto ad (»', U'), e 
le quadriche dei quattordici elementi So» rispetto alla quaterna degli 
elementi q o Q comuni ad (IP, U") o (»', it') coincidono tutte con le qua- 
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driche congiunto (W, tf) ; -4° a ciascuno dei due sistemi di quadriche 
(i/\ «') ed ({/’, u') può appartenere una stessa terna di clementi [xtjz, XYZ); 
5° i tre sistemi di quadriche congiunto 

| {V, u'Uir, «■) ; (tv, ») ) , ( (D*. «') , (IV, «.) ; (IT, .*) } , { (IT-, «o , ( tv, «-) ; (v, «•) ; , 

sono tali clic in ciascuno di essi lo tre coppie di quadriche congiunte sono 
tra loro nella medesima relazione. 

i. Covarianti e contravarianti di grado superiore del tistema di due qua- 
driche. Consideriamo i tre sistemi di equazioni 

A V‘-|- V W+ T Va**-!- a'**’ = 0 , 

(1) 

//V*h-Hi'"'+WV = o , 

(2) 

A’V'+AlT^»-*’ s'’ = 0 , 

(3) 

d ’ I' 4 f f I'X**4- d" t" = 0 , 

nelle quali si £ messo per brevità 

//' = ?’■— 3 A'T , /f=T'S"— 9 a'a', 3A"v’, 

A' =*'*— aj'f , A =♦'♦'— 9*'i* . A'=+'*— 3<f*+» , 
fl'= (2 V"— 9 A'T'Y'4- 27 A'’A") , F’ = 3(l"’v'— 6A , 'r' , 4-9A'A'’r*) , 
B’=— (2V'‘-9A'S"V4-2"A’’ , A') , F'=— 3(T'V— 0A*T rt +94*iT) , 

d’ — (2 p” — 9 ò *4- 2 ■) J '■ J") , /*= 3(f*f — 0J’t'*+9J'rf) , 

rs=-(i+'*— Qrry-htiW ) , p =— 3 (*'•+'— e * v*4- 9 *v'+') . 

Eliminando il rapporto t'u'o tra l’equazione 

i'tt'4-a"t/’ = 0 , o iV+iV=0 , 

e la 1* o la 2° equazione del sistema (1), (2), (3), si avranno i covarianti 
di [V, U’) o (#', u ) 

a 'U"‘— t ’u*u'+ rirv'— A* v " , 

fu" — f u*V4-*'u’u'’— J'u'* , 



A u"* — Au'u'4-A'u'* , 



U'V"— F’C"U’+ rU"U“— DW ‘ , 
d’ u'* — r u”* u' 4- r <*V* , 
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rispettivamente di 6°, di ■4° e di 0° grado fra le variabili, e di C°, di 8° o 
di 12° grado nei coefficienti delle quadriche ( V, V") o («', «"}. Le forme 
(4), (5), (6) rappresentano rispettivamente, nella serie delle quadriche de- 
finita da (IT, U" ) o (ti',u"), il gruppo delle tre quadriche della serie ad ele- 
mento doppio s o S, delle due quadriche cquianarmoniche, delle tre 
quadriche armoniche della stessa serie. 

So poi si elimina il rapporto o' : a" o 2' : 2" tra l'equazione 

<,'V+ o Vi«+<i*V=0 , o r’t/'-t-i'rtV-t-i*”P*=0 

e le stesse equazioni (1), (2), (3) rispettivamente, si avranno lo forme 
congiunte delle formo (4) , (5) , (6) espresse da 

a'W (r*— » a*t>' V-+- or*’- 2 «>'»•’+ a' V* 

— { A'rv’-i- prv*— 3 a'a*)«'ii»+ a't v* ) w 
-t-(A*TV— A'A"tlM- A'TVIw* , 

(7) 

i-V'+W— ìr^v"U’+(V‘— 

— { i-yu"+ (yy— 3 ff) vv+ryir } tv 

-f- (fyv— fi" 1 V+ fyiT) tr , 

//■'«-+ (ff 2 ////■]«'«■+ ff " u” 

-iw-m+iiw,» , 

(«) 

*•’ tr-f- (»•— 2 hT) U'V+ *"£/'* 

— (W_ hh"W+ h’kU)\V , 

0* V*+ (F"~ 2 DT) «■'«’+- (F" — 2 DF’) « V*+ D'V 
— { D"Fu’‘+ (F’F— 3 flff> V+ D’F’u" J w 
-t ~(D’F"u' — D'D’w+D'F'u’)w' , 

(•-*) 

àr'V'+tr'—urn w’v -+ (/”— ìd’D u’u^+d" ir" 

— { i-rw'+trr-w) vw+ìtv" \ w 
-t-(D'f u‘— fd" vv+ i'fvyfr' , 



e di 12*, 16° e 24° grado nei coefficienti delle quadriche (ir, U " ) o (»',«*). 

La forma (7) è il quadrato di quella che determina il gruppo dei tre 
elementi doppie (ic,y, s) o ( X , Y, Z) della serio definita da (U\ V) o 
,(«',«*); questo gruppo di tre elementi, sotto altra forma, è determinato 
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dal Jacobiano del sistema (u', u", io) o [U 1 , U", IV) cioè dal determinante 









V . , 


V. 


U’, 


«: 


«; , «: 


• 0 


V, 


u: 


u: 








>V t . 


w., 


w. 



(10) 



Eliminando a':a" o 2': 2" tra l’una o l’altra delle equazioni 



2a'u'-t-«'ui =0 

ìz'U’+r\V=0 



2 -+- a’w ~ 0 , 

2rtr+i'iv=o , 



c la 1* o la 2* dello equazioni (1), (2), (3) si avranno i contravarianti di 
(£/', V) o («', »*) 



( 11 ) 



( 12 ) 



(13) 



A'io’ — 2T"u>V-+-4’r'wu'*— 8 AV* , 
iV- 2 T'»V+ * T-wu-*— 8 A'v" 1 , 
j'W'— ìyvru'+iYWV'— sre” , 

J* tt*— 2 f ’ \r U*+ 4 +* VVIT— 8 ì • [/•* , 

H'w' — 2 Bm’ + 4//V , BV— 2 Hwu" -t-4 HV* , 

k'W'-SkWU'+ik-U’' , hrW'—ìhWU’+Ah’U* . 
D'vT — 2 4 F'uu'* — 8 Du' 1 , 

D’vT — 2 F'w V+ 4 F’uro''* — 8 D'u"’ , 
d'W‘— 2/’lV , t/’+4f Wl/'*— 8<i'I?'* , 

<r (V— 2 t (vtr-t- 4 f wv *•— 8 <r ir * , 



rispettivamente di 6°, di 4° e di 6° grado fra lo variabili, o di 9° di 10" 
e di 15° grado nei coefficienti delle quadriclic (V, U") o («', «'). Le forme 
(11), (12), (13) rappresentano rispettivamente, nella serie delle quadri- 
che definita da (£/', tT'), o (u\u~), il gruppo dei contravarianti fondamen- 
tali dei sistemi costituiti dalla quadrica U 1 , o If, o pure dalla quadrica 
u' o u", combinata con ciascuna delle tre quadriche della serie dotate di 
elemento doppio S, », con ciascuna delle due quadriche equianarmo- 
niche, o con ciascuna delle tre quadriche armoniche della stessa serie. 




03 

Per avere le forme congiunte delle forme (11), (12), (13) si troveranno 
prima le forme congiunte di 

S/u'-t-a'ir , 2 f , 

8it/'-+riV, 2s*t)*+sMV, 

clic sono rispettivamente, per le formule (0) del numero precedente 

4 i"4't T ’+ 2 iV(’l"l/' + VU) 4- a" (ftT - IV-4— TU') , 

4a'Vl"-4-2a'a'(T't , ’’4- 4'!/') 4- a” (▼'£/'— Wh- T'P'J , 

(14) 

4 + 2 i'J'W V4- a”»") 4- — IV 4- KO . 

4l"4'»"4- 2 I*S' (•)'«' 4- <ru’)4- 1'* (f V— ir 4-f «') , 

indi eliminando da esse a' : o" o v' : por mezzo delle equazioni (1), 

(2), (3), si avranno per risultato le forinole in cui si cambiano le (7), 
(8), (9) ponendo in esse rispettivamente in vece di (»', ir, «') o [U\\Y, IT) 
i moltiplicatori di (a'*, o'o", a") o (2’\ J'v*, v ’J nell'equazioni (14,. 
Considerando le (re quadriche 

VU'+rW , m'V’+n’U’, n'U’+n'U* , 

combinandole a due a duo, c formando il prodotto dei loro tre contrava- 
rianli fondamentali, si avrà, supponendo cho n':n" siano 

i tre valori di o':o" tratti dalla 1* delle equazioni (1) o (3), 

8 (A'V 4 - A'T V V 4 - 4 'sr V |T* 4 - 4 "*»"’) 

4-4(2 i’T V*4- (T'T'4- 3 A' A”) a V 4 - 24'V V ] iv 

4- ! 2(T ,, 4-4" , r)u'4- (T'T" - 4'4")iv 4-2(V J ’ , 4-4'S")#"l IV* , 

(15) 

8 (J'V'+flFVV+ fiTu'ii'^ru'') 

4-4(2 O Pu-4 ()T 4- 30'0 ’)o'»'4-2D'F u’ |iv 
4- { 2(F'*4- D"F’)u'+ (F'P— D'D~) iv 4- 2(F'*4- D'F') a" ) w’ . 

Analoghe formolo si otterranno cambiando le lettere minuscole in ma- 
iuscole, e viceversa; si hanno in tal modo due contravarianli del sistema 
(U\ lì"), o («', n"), di 6° grado nelle variabili, e di 12° c 24° grado nei 
coefficienti delle due quadriche (V, U") o («', u"). 

binalincnte, nella serie definita da (V, lì "), o (u',«"), consideriamo due 
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quadriche V o i», che determinano con le due quadriche equianarmoni- 
clie della serio un gruppo armonico: il conlravariantc fondamentale del 
sistema delle due quadriche {/oh sarà 

o" (/fu'- ll w ) 4- 2 «V (f/V— f/V) + «** (//'» - /fu") , 

(IC) 

I” (Al/' - A' IV) -t- 2 s'i’ (A’ l/'- A' IT) -t- r\A ' VV — AD") ; 

eliminando o':a" o 2': 2" da queste formolc per mezzo delle equazioni 
(ij, (3) rispettivamente, si avranno lo forinole in cui si cambiano le (7 , 
(9) ponendo in esse rispettivamente in vece di (»’, io , h") o ({/', W, U") 
i moltiplicatori di (a™, a' a", a"‘j, o (2", 2'2'\ 2'") nell’oquationi (IO). 
Itainmcntandosi la proprietà che gli elementi di una forma binaria cu- 
bica e quelli del suo covariante cubico si corrispondono in modo da for- 
mare Ire coppie coniugalo armoniche rispetto alla coppia degli elementi 
dell’llessiano della stessa forma, si vedrà clic i due risultati dell’elimi- 
nazione indicata di a' : o" o 2’: 2” dinoteranno lo stesso gruppo dei tre 
contravarianti fondamendali dei sistemi clic si ottengono combinando 
ciascuna quadrica della serie definita da ((/', li"), o («', u"), dotata di ele- 
mento doppio s o S, con la corrispondente quadrica armonica della stessa 
serie. 

Le ricerche precedenti si potrebbero intraprendere ancora conside- 
rando il covariante fondamentale del sistema di due quadriche in vece 
del loro contravariante fondumcmlale ; si otterranno cosi altri covarianti 
o contravarianti del sistema. Di tulle le forme ottenute si troverebbero 
poi le forme congiunte, nel modo che si è precedentemente indicato. 

5. Elementi comuni a due quadriche. Supponiamo due coppie di qua- 
driche congiunte espresse, rispetto ad una terna fondamentale qualun- 
que, da 

i/'=(ji;i,-i-4;«,-m;«j* , u'=(a;s,-t-n;s,+ «is,)* , 

u'=(Au,rAu,+-A:.y , u'=ip:s,+a:s,A-a:s,)' , 

e rispetto alla loro terna coniugata comune, prosa per terna fondamen- 
tale, da 

V‘=zD:t:+B:n+Dx . v*=irx-t - dx+d-x. 

t>' = A;r;+A;r;+A;r; , v =b-T’+i>:T:+t;T‘,i 

sia inoltre 

V-sV+sC" , ra.'P+/t*, «-JV+SV, » = ;Vf xV, 
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Indicando con 



A 



»... 




1 


^1» 


^1» 


A.. 


»... 


^B1 


. » = 


A... 


A m 


A., 






»„ 1 


A |» 




A u 



I 



due determinanti ad elementi reciproci, si potrà supporre 



= i r, = A 11 S,-<-A 1 ,S I + A„S, , 

(I) <«= ».,*,-(-».,*,+ 1,.*, , J',=A, I S I 4-A,.S,+ A M S, , 

= , 7',=A JI S > -i-A,,S,4-A a ,S J . 

Essendo , per qualunque valore di a':o'' o 2':2". identicamente 



,'U'+o'U’=a'V'+,"V\ o IV-HlV=zV-t-xV, 



si avrà, formando il discriminante delle quadriclio (li, V) o (u, r), 

b;b;b; b;b;b;-i-b;b;b: , b;b;Bì 

A' ” T’ 

b; b-, b; + b-, ir b; -+- b; k b; _ b; b; ir, _ j_ 

r a- a* * 

( 2 ) 

b',b,b', b* -+- b, b[ fa b M 6, t», 

___= ;p 

— / ~ (j* i* ’ 

adunque risolvendo l’una o l’altra delle equazioni 

AV , -t-TVV-*-'rVa ,, -t-AV , = 0 , 

(3) 

o'l'*+ à'i" = 0 , 

i tre valori di o':o" o 2 ,; 2" che s * ottengono dinoteranno i rapporti 

b\ m ir, „^L_ÌL_ÌL 

— b; ■ ~ b: • ~ b\ ’ 0 K ' « • &; ’ 

sicché prendendo arbitrariamente i coefficienti B\ o IT, o pure b. o b, , 
si avranno in tal modo i coefficienti B‘ o B\ , o pure b] o b[. 
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Se poi si formano le quadriche congiunte delle quadrìche (17, V)o(u,r), 
supponendo che a':o' o s *ano successivamente le diverse radici 
dcll’una o l’altra delle equazioni (3), si avrà identicamente 

(B;B;-B;B;)(B; B'.-B’.B-,) r;=4B;V-B;B;«H-B;V= n; , 
71 =b;V-b;b>+b;V= n; , 

(B; b\ - b; K)[B', b;- b; b;> 13 = b; V- b-, b> + b; v = n; . 

(4) o pure 

(b'X-KKW, »:— « K)t\-v;v— kk , 

(« « — 6; i;) (6; b; — t; 6;>« = — 6; t; tv+ (>;■{/'=*; , 



sicché O. ed a», saranno funzioni lineari delle variabili S, ed e ponendo 
successivamente nelle identità (4) due di queste variabili eguali a zero, 
si otterranno immediatamente i valori dei coefficienti A fj oX t . della tra- 
sformazione (1). 

Le equazioni 

(5) Q ,=0 , n,= 0, n,=0 , o *>,=<), “,=0 , *>, = 0, 

determinano rispettivamente gli elementi s o S della terna (xys, XYZ) 
coniugata comune rispetto alle coppie di quadriche congiunte (U 1 , u’), 
(U", u"). 

Gli elementi comuni alle quadriche (V,V"), o (*’,»"), essendo dati dalle 
equazioni 

»! « _ lì 

b:bi—b,bi b;b:— b;b; — b-b:— b;bt, * 

T\ _ Tl T\ 

t'.n— Kb: b',y t —Kbi ~ m:— w; * 

osservando che in generale tra le variabili s , , S, si ha l’una o l’al- 
tra delle identità 

A (*A+*A-W,SJ > TV.+^Vi+TV.— , 

secondo che si riguardano A jy o X.. come gli elementi reciproci del de- 
terminante A o X, indicando con K e k coefficienti arbitrarii, si avranno 
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per gli elementi q o Q comuni alle quadriclie [IT, V ") o [u',u") le iden- 
tità 

À'{* S 1 +»,S,+*,S ,) = , 

(6) 

k(S ltl +S,t,+SsJ=[KK -MK )«,+ (616; —KK )•>.+(»;« -KK K . 

e ponendo in queste successivamente eguali a zero due delle variabili S, 
o Sj, si otterranno i rapporti *,:*,:*, o S,:S,:S, tra le coordinate degli 
clementi q o Q, dopo di aver fissato nei quattro modi possibili i segni 
delle quantità fl 4 o ®_. 

Essendo (q„ q„ q , , q,) o (Q,, Q„ Q„ Q ,) la quaterna degli elementi 
q o Q comuni alle quadriche [IP, U") o (u', u”), le equazioni 

U’_W_ £__}£_ £__JT 
B’ t B[ ’ W,~ Di’ D,~ K’ 

0) 

u' *' u' v" b' _ u" 

~K~~K ’ X~'K’ ~K~~K ’ 
determineranno rispettivamente le coppie di elementi 






(Q.Q , . 0.0,). (0.04. 0 , 0 .). (0,0.. 0,0.) • 



Le radici delle equazioni (3) saranno insieme tutte e tre reali e dise- 
guali, due eguali, o due immaginarie, secondo ebe i discriminanti di 
quelle equazioni sono negativi, nulli o positivi. Allorché le radici sono 
tutte e tre reali la terna (xyz, XYZ ) sarà reale, e gli elementi q o Q po- 
tranno essere o tutti e quattro reali, o tutti o quattro immaginarli; si avrà 
l’uno , o pure l’altro caso, secondo che i tre binomii 



o pure 



, B.m-B’.ir, , 



b,bi-kb\ , 



KV.-KK, y.b’.-KK, KK-KK. 



saranno tutti e tre positivi o negativi, o pure uno di essi è positivo o ne- 
gativo, e gli altri due sono negativi o positivi. 

Se l’equazioni (3) hanno due radici immaginarie, la terna (xyz, XYZ ) 
avrà reale un solo elemento * ed un solo elemento S, e tra gli elementi 
q o Q due saranno reali, e gli altri due immaginarli. 
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Supponiamo finalmente ohe I* equazioni (3) abbiano due radici eguali, 
onde le condizioni 



27 a'* A** — 48 A , A‘ T Y'Y , ’-t~gA’Y' , -i-4 VY" 1 — y' # y -, =0 , 
27J'V**— f'V=0 , 

e poniamo 



K-3.-K 

K~ BT,~ B" 



e quindi 




V_ 

b" 



la trasformazione (i) diverrà illusoria; in tal caso l’equazione 



(8) B"V— B"B <o+B 'u '=0 , o b"‘U' — l"b'W+b”U"=iQ , 

che ha per primo membro un quadrato esatto, determinerà i due elementi 
q o Q comuni ad (U\ U") o («', u") e coincidenti tra loro in m od/; se 
poi le equazioni (8) sono verificale identicamente, e quindi si annullano 
i determinanti tratti dalle due matrici rettangolari formate con i coeffi- 
cienti delle quadriche (u', ic,u") o (£/', IV, U"), (condizioni che equival- 
gono a due sole relazioni distinte) , gli altri due clementi q o Q comuni 
ad (IP, U"), o (u', u") saranno anche tra loro coincidenti in n o A T ; allora 
l’equazione 



(9) K'u'—D" l B',i»+D' 1 'u"=0 , o b"'U’— b", b', VV+ K'U " = 0 , 

che ha pure per primo membro un quadrato esatto, determinerà, estraen- 
done la radice, l’elemento MN o mn. 

Se l’ equazioni (3) hanno tutte e tre le radici eguali, onde le condizioni 

3 a ' y " r B" 3 i‘ y y b" 

y "~~ r — 3 ^ 7 — a' • y>~y~~A t”~ b' ’ 



l’equaziono (8) determinerà, estraendo la radice quadrata dal suo primo 
membro, l’elemento s o S nel quale coincidono tre degli clementi q o Q 
comuni ad ((/', U") o (»', u"); se poi l’equazione (8) ò verificata identi- 
camente, i quattro clementi q o Q saranno tutti tra loro coincidenti. 

C. Applicazione alle iuperftcie coniche ed alle linee di 2° grado. Suppo- 
niamo che gli elementi s ed 5 del sistema ternario siano rappresentati 
geometricamente da una retta e da un piano che passano per un punto 
fisso; le quadriebe saranno allora rappresentate da superficie coniche di 
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2° grado, o ciò che torna lo stesso da coniche tfcriche. Sia una prima 
coppia di quadriche congiunte (U , u) espressa da 

P=(A,«,+A,*.+4,ì,)* , u—(a t S t + a,S,)' , 

e prendiamo per seconda coppia di quadriche congiunte (C, u 1 ) quella 
che determina l’assoluto del sistema, vale a dire poniamo *) 

0'=»;+i*+«;+2*,«, cosl,4-2»,s, cosl,4-2»,«, cosi, , 
u' ^SI+SJ+SI+SS.S^cos A.+aS.S.cosA.-t-SS.S.cos A, , 

in cui X, c A, dinotano lo parti della terna fondamentale. Osservando 
che le attuali forme congiunte di l? ed u’ sono rispettivamente 

(«') = «' (S, seni, , S, seni,, 5, seni J , (£/') = !?'(», sen A, , i.senA, , s,senA,) , 
gl'invarianti del sistema (U, U) o (u, u') saranno 

’r'=« 1I 4-«„4-a 1 ,4-2a„cosl 1 4-2<i 1I cosl.4-2a It cosl I • 

T = A , , sen* 1,4- A„ sen* 1,4- A„ sen* 1, 
4-2A, ) senl,senl i cosA 1 4-2A, 1 senl,senl I cosA,4-2A„scnl I senl,cosA, , 

A' = t — cos*l, — cos'l, — cos‘1 4-2 cos1 i cos1,cm1, , 

(t) 0 

y = A,,4-A 1 ,4-A j 1 4- 2 A„ cos A,4-2 cos A, 4 - 2 A„cos A, , 

•{.=<!,, sen* A ,4-a,, sen* A.4-0,, sen* A, 
4-2a 11 senA,scnA,cosl I 4-2o )I senA 1 scn A,cos)^4-2a 1 ,scn A, sen A, cosi, , 

i' = 1 — C08* A, — C0S*A. — C09* A,4- 2 COS A , COS A, COS A , , 

dovendosi riguardare, nel primo sistema di questo relazioni, u,(u’) come 
le forme congiunte di U, U, e nel secondo sistema 11,(1?) come le for- 
me congiunte di u, u'. 

Siano (a,, a,, a.) o (2,, 2, , 2,) > tre valori di a o 2 ricavati dall’una 
o l’altra delle equazioni 

A — T'a4-Ts* — A'a* = 0 , 

J — |'l-4-^Z* — J'X*=:0 , 

•) Memoria 1* tulle forme ternarie quadratiche. Alti dell'Accademia rol. III. 
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ed essendo 

w =(d„+d.,-2/t„cos> I )S;+...+2(d„cos>,+d 11 cos» l -.4, .cosi, -d.JS.S, 

(3) 

W=(o„+a JJ -2a„ cosa,)»! -t-.,.+2(a„cosA,+a„cosA 1 -a l> cosA,-a„ )«,«, 
si ponga 

(4) n*=«— »,«+»;(«’). i,\V+.*,(U') . 

Essendo l'Assoluto del sistema una quadrica immaginaria, i quattro 
elementi q o Q comuni alle quadriche (U, IT). o (», u'), saranno tutti 
immaginarli , e quindi la terna (xyz, XYZ) coniugata comune rispetto a 
quelle due quadriche sani reale, ed evidentemente ortogonale-, gli ele- 
menti di questa terna sono gli elementi centrali o di simmetria delle qua- 
driche congiunte (U, u), ( diametri e piani diametrali principali della su- 
perfìcie conica di 2° grado, centri ed assi della conica sferica). 

L' equazioni 

(5) fi,=0, fi. = 0 , fi, =0, o «,=0, «>,=0, «,=0, 

determinano rispettivamente gli clementi s o S della terna (xgz , XYZ). 
L' equazioni 

U—, r,(0')=O, l/-«.(P')= 0, £7-«,(l/q=O t 

(6) o 

«—*,(■') =0, u— !.(«') =0, u— z,(u')=0, 

determineranno rispettivamente coppie di elementi S o s tali che le coppie 
di elementi s o S, coniugati armonici rispetto ad U o « ed appartenenti 
ad un elemento S o s di quelle coppio (6), sono coppie ortogonali. Gli 
elementi delle coppie (6) si diranno gli elementi ciclici o focali delle qua- 
driche congiunte ( U , u), (piani ciclici e rette focali della superfìcie conica 
di 2° grado, archi ciclici e fuochi della conica sferica). Delle tre coppie (6) 
una sola è reale, e le altre due sono immaginarie. 

Le quadriche della serie definita da (U, U'), o (», u'), avendo eviden- 
temente gli stessi elementi ciclici o focali, si dicono quadriche omocicli- 
che o omofocali; lo loro proprietà si deducono agevolmente da quelle delle 
quadriche delle serie definite da due coppie di quadriche congiunte qua- 
lunque. 

La considerazione degli invarianti del sistema (U , 11') o (u, «') conduce 
a stabilire le varietà delle quadriche; le varietà fondamentali sono quelle 
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corrispondenti allo condizioni f , '=0, oi'=0, (supposto essere ti, (u’| le 
forme congiunte di U ,U), o ciò che torna lo stesso corrispondenti alle 
condizioni >(■=0, o 4.'=0, (supposto essere U, ((/') le forme congiunte 
di u, u';. Nel primo caso alla quadrica u possono appartenere terne orto- 
gonali di elementi S, e nel secondo alla quadrica (/possono appartenere 
terne ortogonali di elementi ». 

Allorché si annullano i determinanti tratti dalle matrici formale con i 
coefficienti dello quadriche {u, «e, (u')] o ((/, W, ((/’)}, (condizioni che 
equivalgono a due sole relazioni distinte) le quadriche congiunte (U, u) 
avranno un doppio contatto con l’Assoluto, e si diranno quadriche di ro- 
tazione o circolari, (superfìcie conica di rotazione, circolo minore della 
sfera). 

La quadrica k o Wè tale elio ogni suo elemento Sos determina in U 
o u una coppia ortogonale di clementi » o S. 

Supponiamo ora clic gli elementi * ed S del sistema ternario siano rap- 
presentati rispettivamente da un punto e da una retta giacenti in un piano 
fìsso; le quadriche saranno allora rappresentate da lince di 2" grado , o 
coniche semplicemente dette. Essendo una prima coppia di quadriche 
congiunte (u, U) espressa da 

M = (a,5,-l-o i S I 4-rt,S 1 )* , V— (A,#,-!- , 

prendiamo per seconda coppia di quadriche congiunte (»', U) quella che 
determina l'Assoluto del sistema, vale a dire poniamo 

u'=.S’-4-S:4-S!-+-2S,S,cos.v,-t-2S 1 S 1 cos A.+ 2 S.S.cosA, , 

(/'=(«, sen A ,4- s ± sen A.-t- », sen A,)* , 

in cui A, dinotano gli angoli della terna fondamentale, tra i quali si ha la 
relazione 

A|H-A,-t-A,=2* . 

Si avrà pel sistema di quadriche (u, «’) 

■/ = /t ll 4-A.+ .4„+2.4„cosA I 4-2A I ,cosA,4-2/l I ,cosA, , 
sen* A +8., sen* A 4 -a sen* A, 

W 

-t-2a„sen A I senA > 4-2a„senA I senA,-(-2o 1 ,scnA 1 senA, , 

— cos’ A , — cos" A,— cos‘ A,-t-2 cos A, cos A,cos A , = 0 , 
in cui si riguardano (U, V) come le forme congiunte di (u, «'). 
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Siano (2, , 2») > duo valori di 2 ricavati dall' equazione 
( 8 ) 

e sia o=v; inoltre, essendo 

+ 

lV=(o,,+o„— ìb.jCOSA,)^ + 2(o„cosA,-t-a, ,cosA,— «„cosA,—a„)i.», 

(9) w= Aj^D'A^A.^e^A, — 2A„scn A,scn A,)SJ-h... 

+ 2 (A, , sen A , sen A,-t- A, , sen A . senA . — A,,scn A,scn A, — A„ sen* A.) S,S, 

si ponga 

^—0— z,W+i‘V. »l=U-t,W+7lU' . 

« 0 ) 

ft =11— U , 

Essendo l'Assoluto del sistema una coppia di elementi s immaginarli 
all'infinito, i quattro elementi Q comuni ad (u, u'j saranno tutti imma- 
ginarli, c quindi la terna ( X,Y,Z) coniugata comune rispetto ad (u, »*) 
sarà reale; questa terna avrà evidentemente un elemento, Z, all’infinito, 
e gli altri due clementi (A,F) costituiranno una coppia ortogonali , questi 
sono gli elementi di simmetria delle quadriche congiunte (u , lì), [diame- 
tri principali o assi della conica), e l'elemento AT, armonico di Z ri- 
spetto ad u , ne ò il centro. 

Le equazioni ®,=0 ed ®,=0, determinano gli assi X ed Y della co- 
nica; li suo centro s sarà poi dato dall'equazione 0=0 , o più sempli- 
cemente dalle formolo 



(il) 



«, t senA,-(-o 1 ,senA,-t-a 1 ,'senA, a., sen A,4-a„sen A.-f-Oj.sen A, 

», », 



Le equazioni 
( 12 ) 



Bj.scnA.-f- s„sen A,+ a„senA 

~ T. 

ti — z,u'=0, » — x,tt'=0, 

V — aU' = Q , 



determinano rispettivamente le coppie degli elementi focali della quadrica 
u ( fuochi della conica), una delle quali è reale, e l’altra immaginaria, 
ed una coppia di elementi S congiunti alla quadrica U nei suoi elementi 
s all’infinito (asintoti della conica). 

Le quadriche della serie definita da (u, u'1 o (U, W) avendo evidente- 
mente gli stessi elementi focali, o gli stessi asintoti, si dicono quadriche 
omofocali o omotetiche. 
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Allorché +'=0 potranno appartenere ad V terne di elementi t orto- 
gonali , e quindi gli asintoti della conica saranno anche ortogonali (la 
conica è iperbole equilatero ); so poi +=0, potranno appartenere ad u 
terne di elementi S ortogonali, quindi la conica toccherà la retta all’in- 
finito, ociò che vale lo stesso il centro della conica cadrà a distanza in- 
finita, (la conica è parabola). 

Allorché si annullano i determinanti tratti dalla matrice rettangolare 
formata con i coefficienti delle quadriche (17, YV, (/'), (condizioni che equi- 
valgono a due solo relazioni distinte), le quadriche congiunte (u, D), 
hanno un doppio contatto con l’Assoluto, e la conica dicesi circolo-, essa 
passa evidentemente per i due punti immaginari all'infinito determinati 
dall'Assoluto , c quei punti sono detti perciò punti ciclici alt infinito. 

La quadrica VV é tale che le tangenti di u condotte da un suo punto 
qualunque costituiscono una coppia ortogonale; questa quadrica è un 
circolo. La quadrica te poi determina la coppia dei punti di U situati al- 
l’infinito. 

Allorché 4-=0, la coppia dei fuochi immaginarli, ed uno dei fuochi 
reali cadono all’infinito; l’altro fuoco reale (fuoco della parabola) avrà 
per sue coordinate le espressioni 

Ì' a „— * Y«n — * 

«„scnA,+ «„senA,-ho„senA, ’ a.,sen A,H-a„senA,-t-o„senA, ’ 

(13) 

*'*„-* . 

o„scn A,-(-o„senA.-ho„sen A, ’ 

in tal caso la conica Wsi ridurrà ad una coppia di rette, una delle quali 
cade a distanza infinita; l’altra, ( direttrice della parabola), è determinata 
dall'equazione 

2«.,cosA, f 2a„cosA. ( 

seti A 1 sen A * 

(U) 

, 8o, .COSA, ^ _ 0 

sen A, * 

Questa retta è rispetto alla parabola la retta armonica del suo fuoco. 



Nota — L'Imperfetta corrispondenti , che si osserva nei risultali precedenti , tra le proprieU delle 
coniche sferiche e quelle delle coniche piane, tiene al concetto particolare del piano, relativamente ai 
suoi punti alPinfinilo, e proprio alla Geometria euclidiana; nella Geometria non-euclidiana di Loba- 
tsebeursky e Bolyai si ha una perfetta dualità tra le proprietà dei sistemi di rette c di piani concor- 
renti In un punto , e quelle dei sistemi di rette e di punti giacenti in un piano , come cercherò di mo- 
strare in altra occasione. 
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